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摘 要： 空间色噪声环境下的信源数估计是阵列信号处理研究的热点之一．本文引入因子分析（ＦａｃｔｏｒＡｎａｌｙｓｉｓ）
模型模拟阵列接收协方差矩阵，在色噪声条件下提出了基于最小均方准则求解构成协方差矩阵的因子，进而构造统计

量判断信源数量并完成空间色噪声的估计．通过计算机仿真对比已有的其他方法，验证了本文提出方法的有效性和优
越性．
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１ 引言

空间谱估计空间技术在雷达、声纳、射电天文学和

移动通信中扮演重要角色．其众多的高性能算法都是在
信源数已知情况下提出的，在信源数未知或信源估计与

实际不符时算法性能将会严重下降．信源估计是空间谱
估计的一个关键问题，目前提出的信号源数目估计方法

有信息论准则ＭＤＬ［１］和盖氏圆［２］等方法．信息论准则的
信源数估计方法利用的是阵列协方差矩阵的特征值，根

据信号特征值和噪声特征值的差别进行信号源数目估

计；盖氏圆方法利用阵列协方差矩阵的盖氏圆半径估计

信源数．这些方法均假设每个阵元上的噪声是相等的．
但是，当传感器通道的噪声功率不相等（色噪声），大多

数方法都不能很好的检测信号源数目，有必要在复杂噪

声条件下对信源估计进行深入研究［３，４］．
矩阵变量因子分解技术是用来分析观测矢量与影

响其变化的潜在低维变量关系的方法［５］．最早应用于心
理测验学与生物测定学［６］，渐渐扩展到与矩阵高维数据

有关的信号处理领域，如图像识别与语音识别［７，８］，本

文将因子分解技术引入空间谱估计，用因子分解模型来

近似模拟阵列接收协方差矩阵模型来估计信源个数．其
基本思想是通过对协方差矩阵分析，估计影响协方差矩

阵的一般因子与特殊因子（分别对应于信号变量和噪声

变量）来估计信源个数和噪声．本文提出以最小均方误
差（ＬＳ）原则，通过有限次迭代求得一般因子与特殊因子
的最优解，从而估计信号源个数和噪声方差．该方法具
有不需要精确已知阵列流形，且计算量相对较小；并且

可以在各个通道噪声功率不相等，小信噪比（ＳＮＲ）情况
下，估计出信源数与噪声功率．

２ 信号模型与因子分解模型

假设 ｑ个远场窄带信号入射到由ｐ个阵元构成的
天线阵（ｐ＞ｑ），各个通道噪声相互独立，第 ｉ个阵元接
收噪声ｎｉ．其一阶与二阶矩分别为：

Ｅ［ｎｉ］＝０ Ｅ［ｎｉｎｊ］＝
０， ｉ≠ｊ

σ
２
ｉ， ｉ＝{ ｊ

信号与噪声不相关：

Ｅ［ｓｋｎｉ］＝０ ｉ，ｊ＝１，２，…，ｐ， ｋ＝１，２，…，ｑ
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任意时刻 ｔ，阵列输出数据模型为：

ｘ（ｔ）＝∑
ｑ

ｉ＝１
ａ（θｉ）ｓｉ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１）

式中，ａ（θｉ）为目标导向矢量，即第 ｉ个信号源的阵列响
应；ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ），…，ｎｐ（ｔ）］Ｔ为阵元接收噪声．ｐ个阵
元在特定观察时间区间采样Ｌ个快拍，则接收的观测
数据可以表示为：

Ｘ＝ＡＳ＋Ｎ （２）
式中，Ｘ＝［ｘ（１），ｘ（２），…，ｘ（Ｌ）］为 ｐ×Ｌ维的接收数
据矩阵；Ｓ＝［ｓ１，…，ｓｑ］Ｔ为 ｑ×Ｌ维信号矩阵；Ｎ＝
［ｎ（１），ｎ（２），…，ｎ（Ｌ）］为 ｐ×Ｌ维的噪声矢量．Ａ＝
［ａ（θ１），…，ａ（θｑ）］为 ｐ×ｑ维的阵列流型矩阵，为传播
参数函数，包含有目标方向、阵列几何和天线复增益信

息．
接收数据协方差阵设为Σ：

Σ＝Ｅ［ＸＸＨ］＝ＡＲｓＡＨ＋Ｄ （３）
式中，Ｄ＝Ｅ（ＮＮＨ）＝ｄｉａｇ（σ２１，…，σ２ｐ）；Ｒｓ＝Ｅ（ＳＳＨ）．当
观测时间足够长，使用采样协方差矩阵 Ｒ代替接收信
号协方差阵Σ．

Ｒ＝［ｒｍｎ］＝
１
Ｌ∑

Ｌ

ｋ＝１
ｘｋｘＨｋ＝

１
ＬＸＸ

Ｈ （４）

由于Σ为正定阵，则存在 ｐ×ｑ维矩阵Ｂ，使得：

Σ＝ΑＲｓＡＨ＋Ｄ＝ＢＢＨ＋Ｄ （５）
以上为因子分析模型．因子分析技术的目的就是

要区分影响协方差矩阵的因子，即估计 Ｂ与Ｄ．这里 Ｂ
为一般因子（ＣｏｍｍｏｎＦａｃｔｏｒ），对角阵 Ｄ为特殊因子
（ＳｐｅｃｉｆｉｃＦａｃｔｏｒ）．由于一般因子 Ｂ是由天线结构和其接
收的信号决定的，而特殊因子 Ｄ由噪声决定，所以可以
通过对协方差矩阵 Ｂ与Ｄ的估计，求得信源数目以及
噪声情况．因子分析技术可以认为是特征分解的一个
扩展，如果 ＢＢＨ的特征分解可以写成 ＵΛＵＨ这里 Ｕ＝
［Ｕｓ，Ｕｎ］，则：

Σ＝［Ｕｓ，Ｕｎ］
Λｓ[ ]０

ＵＨｓ
ＵＨ[ ]
ｎ
＋Ｄ

Ｂ＝Ｕｓ Λ槡 ｓ

（６）

式中，Λｓ为ｑ×ｑ维对角阵（对角元素对应信号能量）．
注意只有在 ｐ≥ｑ时因子分解技术才有效，并且对 Ｂ的
估计并不唯一．假设有矩阵 Ｑ为酉阵（Ｂ′＝ＢＱ），则
有：

ＢＢＨ＝ＢＱ（ＢＱ）Ｈ＝Ｂ′Ｂ′Ｈ

所以估计出的 Ｂ而非“真正“的因子 ＡＳ；但由式
（６）得出一般因子的维数为 ｐ×ｑ，且有：

ｒａｎｋ（Ｂ）＝ｑ
由此我们可以通过对 Ｂ的估计，来判断出天线阵

列接收的信源数 ｑ．

３ 信源数估计

对于一个 ｐ元阵列，设其接收观测量 ｘ（ｔ）是一个
复高斯随机矢量，其均值矢量为 ｍｘ，协方差矩阵为Σ，
假设 ｍｘ不是参数向量的函数，不失一般性令 ｍｘ＝０，
其观测量的单次快拍概率密度函数（ＰＤＦ）为［９］：

ｆｉ（ｘ）＝
１

π
ｐｄｅｔ（Σ）

ｅｘｐ（ｘｉΣｘＨｉ） （７）

假设连续快拍间是统计独立的，则 Ｌ个快拍联合
概率密度函数为：

ｌｘ＝ｆ（ｘ１，…，ｘＬ）＝∏
Ｌ

ｉ＝１

１
π
ｐ
Σ
ｅｘｐ（ｘｉΣｘＨｉ） （８）

式中，· 为矩阵行列式．则负对数似然（ｌｏｇｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ）
函数为：

－ｌｎｌｘ＝Ｌ（ｐｌｎπ＋ｌｎ（Σ ）＋ｔｒ｛ＲΣ－１｝

式中，ｔｒ为矩阵的迹．
通过上述正态总体假设，估计最佳的 Ｂ与Ｄ，从而

求解信源数与噪声矩阵．为求解 Ｂ与Ｄ，可以做下列假
设：

Ｈ０：ｒａｎｋ（Ｂ）＝ｑ
Ｈ１：ｒａｎｋ（Ｂ）≠{ ｑ

（９）

在 Ｈ１情况下，由于Σ没有任何特殊限制为一般正
定阵，其最大似然（ＭＬＥ）函数：

ｌ（Σ）＝
１

（２π）Ｌｐ
ｅ－Ｌｐ １

Σ
Ｌ （１０）

正比与 Σ
－Ｌｅ－Ｌｐ，在 Ｈ０假设条件下Σ结构限定

为Σ＝Ｂ
ｐ×ｑ
ＢＨ
ｐ×ｑ
＋Ｄ，由式（８）与式（５）可得 Ｂ，Ｄ的最大似

然（ＭＬＥ）估计值 Ｂ^与 Ｄ^正比于：

Σ^
－ＬｅｘｐｔｒΣ^－１∑

Ｌ

ｉ＝１
ｘｉｘＨ( )[ ]( )ｉ

＝ Ｂ^^ＢＨ＋Ｄ^ －ＬｅｘｐＬｔｒ（^Ｂ^ＢＨ＋Ｄ^）－１[ ]( )Ｒ （１１）
检测 Ｈ０的似然率［１０］可以通过对式（１０）和式（１１）

的比值取负对数得到：

－ｌｎΛ ＝ｌｎ
ＭＬＥｕｎｄｅｒＨ０
ＭＬＥｕｎｄｅｒＨ[ ]

１

＝ｌｎ Ｒ^( )
Σ

－Ｌ
－Ｌｔｒ（^Ｒ－１Σ）－[ ]ｐ

由 ｔｒ（^Ｒ－１Σ）－ｐ＝０，有：

ｌｎΛ＝Ｌｌｎ
Ｒ^( )
Σ

（１２）

文献［１２］对于有限样本近似进行修正，将 Ｌ替换
为Ｌ′＝Ｌ－１－（２ｐ＋４ｑ＋５）／６，则得到统计量 Ｔ：

Ｔ＝Ｌ′ｌｎ Ｒ^( )
Σ

（１３）

近似服从自由度为（ｐ－ｑ）２－（ｐ－ｑ）的χ
２分布．

由此可以得出如果：
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Ｔ＞χ
２
［（ｐ－ｑ）２－ｐ－ｑ］（α） （１４）

我们在α水平下拒绝Ｈ０假设，否则接收 Ｈ０．这里
要保证（ｐ－ｑ）２－（ｐ－ｑ）＞０．

４ 因子估计与算法描述

４．１ 一般因子与特殊因子的估计

下面研究对参数 Ｂ与Ｄ的估计问题，为了得到上
述参数的极大似然估计，应求该对数似然函数在参数

空间上的极大值．这是一个非线性多维最优化问题，涉
及到复杂的复数求导运算．因此对于包含大量参数的
代价函数来讲，最直接的优化方法是首先固定部分参

数不变条件下，在此限定条件下找到其它参数最优解，

使代价函数最小．下面我们提出以最小方差（ＬＳ）原则，
求解 Ｂ^与 Ｄ^的方法．

假设有第 ｋ次迭代对特殊因子Ｄ（噪声矩阵）的一
个估计 Ｄ^（ｋ），在此条件下优化ＬＳ代价函数 ，估计最优
解 Ｂ^ｋ：

Ｂ^（ｋ）＝ａｒｇｍｉｎ
Ｂ
Ｒ－ＢＢＨ－Ｄ^（ｋ

 

）２
Ｆ （１５）

式（１５）的最小值可以由特征分解得到：
Ｒ^－Ｄ^（ｋ）＝ＵΛＵＨ

这里：Ｕ＝［ｕ１，…，ｕｑ，…，ｕｐ］，Λ ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λｑ，…，

λｐ）

式（１５）最优解为：
Ｂ^（ｋ）＝［ｕ１λ１／２１ ，…，ｕｑλ１／２ｑ］

下一步是固定 Ｂ^（ｋ）不变，最小化代价函数，求解
最优 Ｄ^（ｋ＋１）：

Ｄ^（ｋ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
Ｄ
Ｒ^－珚Ｂ（ｋ）珚Ｂ（ｋ）Ｈ－

 

Ｄ ２
Ｆ （１６）

注意式中 Ｄ为正定对角阵．其最优值可以通过下
列方法获得：将 Ｒ^－Ｂ^（ｋ）^Ｂ（ｋ）Ｈ所得矩阵地非对角线
元素置零，只保留对角元素，即为最优解 Ｄ^（ｋ＋１）．通
过上述方法反复迭代减小模型误差，最终求出 Ｂ^与 Ｄ^．
为使其可以快速收敛到最小值，应当适当选择迭代的

初始值．
４．２ 初值计算与算法描述

该方法的关键在于如何求得迭代的初始值 Ｂ^０或
Ｄ^０，文献［１０］提出了一个 Ｄ^０的选择．为实现快速迭代，
下面提出一种估计初值 Ｂ^０的方法．

由采样协方差阵 Ｒ可以看出，特殊因子 Ｄ只影响
其对角线元素，所以已知 ＢＢＨ的非对角元素为 Ｒ的非
对角元素［ｒｍｎ］（ｍ≠ｎ）．估计 Ｂ^０关键问题变为如何得
到 ＢＢＨ的对角线元素．

由于 Ｒ的任意一个不包含ｒｉｉ（ｉ＝１，…，ｐ）的子阵
Ｍ，其秩不会超过信号源数 ｑ．取 Ｒ中任意一组列标号
为（ｉ１，…，ｉｊ，…，ｉｑ＋１）的 ｑ＋１列（ｉｊ∈［１，２，…，ｐ］，ｊ＝
１，２，…，ｑ＋１），然后剔除出行标号同样为（ｉ１，…，ｉｊ，…，

ｉｑ＋１）的各行，从而构成子阵 Ｍ．上述方法获得的 Ｍ保
证不包含Ｒ对角线元素［ｒｍｎ］，由于信号数为 ｑ，则 ｑ＋１
列子阵 Ｍ有秩 ｒａｎｋ（Ｍ）＝ｑ，一定存在一个 ｑ＋１维矢
量 ｖ＝［ｖ１，…，ｖｑ＋１］Ｔ，有 Ｍｖ＝０，这个矢量为噪声空间
矢量．ｖ可以通过对Ｍ进行奇异值分解（ＳＶＤ）得到．设
矢量［^ｒｉ１ｉ１，…，ｒｉ１ｉｊ，…，ｒｉ１ｉｑ＋１］为秩１信号空间矢量，有

［^ｒｉ１ｉ１，…，ｒｉ１ｉｊ，…，ｒｉ１ｉｑ＋１］ｖ＝０

由上式可以求得 Ｂ^０^Ｂ０的对角线元素为：

ｒ^ｉ１ｉ１ ＝－ ∑
ｑ

ｊ＝２
ｒｉ１ｉｊｖ( )ｊ ｖ１

ｒ^ｉ１ｉ１（ｉ１＝１，…，ｐ）的估计可以通过所有包含矩阵 Ｒ

第ｉｉ列的任意一个子阵Ｍ阵获得，也可以组合若干个
Ｍ求解 ｒ^ｉ１ｉ１．在计算得到所有的 ｒ^ｉ１ｉ１后，我们就可以得
到：

Ｂ^０^ＢＨ０＝

０ ｒ１２ … ｒ１ｐ
ｒ２１ ０ … ｒ２ｐ
   

ｒｐ１ ｒｐ２ …











０

＋

ｒ^１１ ０ … ０
０ ｒ^２２ … ０
   

０ ０ … ｒ^











ｐｐ

对 Ｂ^０^ＢＨ０秩ｑ特征分解．得到估计因子 Ｂ^０．
信源数与噪声估计算法的步骤总结如下：

（１）假设信源数为 ｑ０＝１，根据上述方法取矩阵 Ｍ
计算迭代初值 Ｂ^０；

（２）将 Ｂ^０代入式（１５）与式（１６），迭代几次使 Ｂ^与Ｄ^
的估计收敛到稳定点；

（３）通过式（９）计算Σ^；
（４）构造统计量 Ｔ，判断式（１４）是否成立，如果不成

立，接收 Ｈ０：ｑ＝ｑ０，噪声矩阵为步骤（２）所求 Ｄ^；如式
（１４）成立，设信源数 ｑ０＝ｑ０＋１，重复步骤（１）～（４）直到
接收 Ｈ０假设．

５ 实验结果与分析

为了验证本文所提算法的有效性，对该算法进行

计算机仿真试验．在下面仿真中，采用阵元间距为半波
长的８元均匀线阵．两个相互独立远场窄带信号以不同
方向入射到天线阵列．，噪声为与信号不相关的色噪声
Ｄ（见式（３））．
实验１ 理论虚警概率与实验虚警概率比较

理论与实验虚警概率比较，其意义在于如果假设

信源数为 ｑ≠２，算法接受假设 Ｈ０（ｑ＝２）的概率．图 １
横坐标为根据χ

２分布计算的理论虚警概率，可以看出

多次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ实验得出的实验虚警概率与理论虚警
概率（实线）十分接近．由于式（１３）满足渐近χ

２分布，在

采样快拍数 Ｎ越多情况下，实验值与理论值拟合更好．
实验２ 信源数检测概率 ＰＤ
快拍数为 ５００，信噪比从 －１０ｄＢ以步长 ２变化到
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１０ｄＢ，ＳＮＲ定义为ｔｒ（ＳＳＨ）／ｔｒ（ＤＤＨ）信号总能量与噪声
总能量的比值．图２与３分别为因子分解方法在白噪声
与色噪声条件下的估计性能．

在白噪声条件下当虚警概率为 ＰＦＡ＝００１，其检测
信源数的性能高于 ＭＤＬ方法，如果在虚警概率要求不
是太高的情况下，因子分析算法完全可以代替 ＭＤＬ．如
上文所述ＭＤＬ不能检测色噪声条件下的信源数，而因
子分析方法优势在于可以将噪声条件放宽为色噪声，

图３为因子分析算法色噪声条件下的估计性能．在 ＳＮＲ
为０ｄＢ时，信源数目检测概率就达到 １．并且在低 ＳＮＲ
远远好于盖氏圆方法（ＧＤＥ）的检测概率．

实验３ 色噪声估计的均方误差（ＭＳＥ）
在任意两不同方向入射信号情况下，取色噪声矩

阵 Ｄ＝Ｅ（ＮＮＨ）为：

ｄｉａｇ０．５６，０．８１，１．００，１．５９，０．８５，０．６８，０．７３，０．[ ]９３
在虚警概率 ＰＦＡ＝０．０１，正确检测信源条件下，噪

声估计均方误差（ＲＭＳＥ）与快拍数关系如表１所示．在
快拍数增加情况下各个通道噪声估计的 ＲＭＳＥ逐渐变
小，即估计精度越高．快拍数增加采样协方差阵 Ｒ越接
近接收数据协方差阵Σ，色噪声矩阵模型对角占优更明

显，噪声估计随之变得越精确，这与表１的实验结果相
吻合．而且在采样快拍５００情况下，噪声估计的 ＭＳＥ变
得很小．噪声矩阵精确估计，便于从采样数据协方差阵
提取信号协方差阵．有利于提高接收信号的参数估计
（如提高信号分离能力或信号方向估计精度）．

表１ 各通道噪声估计均方误差ＭＳＥ

快拍数
通道１
０．５６

２
０．８１

３
１．００

４
１．５９

５
０．８５

６
０．６８

７
０．７３

８
０．９３

１００ ０．００１５０．００５７０．００５２０．０１３３０．００４８０．００８２０．００３６０．００５１
３００ ０．００１００．００２７０．００５２０．００５８０．００４０．００１１０．００２６０．００２９
５００ ０．０００６０．００１２０．００１８０．００４５０．００１０．０００６０．００１２０．００１７

６ 结论

为了克服色噪声对信源数目估计性能的影响，本

文提出了一种基于相关矩阵因子分析的信号检测方

法．通过 ＬＳ准则，估计协方差矩阵一般因子与特殊因
子（噪声矩阵），并通过构造统计量的方法估计信源个

数并得到噪声矩阵，避免了使用似然函数在参数空间

上的极大值的繁琐计算．大量的计算机仿真结果验证
了所提方法的有效性．
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